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ALGEBRA

Capitolul 1
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA.
MULTIMI DE NUMERE

1.1. Multimi

Multimea este o colectie de obiecte distincte. Obiectele multimii se numesc ele-
mente. Multimile se noteazd cu literele mari ale alfabetului. O multime poate fi data
prin enumerarea elementelor sale sau specificand anumite proprietiti pe care le au
doar aceste elemente. Daci @ apartine 4, notim a € A. In caz contrar a ¢ A.

Definitii. 1. incluziunea: A — B daca pentru orice element a € 4 avem a € B;

2. egalitatea: A =B daca 4 c Bsi Bc A.

Operatii cu multimi

1. reuniunea: A U B={x|x € Asaux € B};

2. intersectia: A " B={x|x € Asix € B};

3. diferenta: A —B={x|x € 4,x ¢ B};

4. complementara: daci 4 c E, CgA =E — A4,

5. produs cartezian: 4 x B={(a, b) |a € A, b € B}.

Definitii. 3. Multimea pdrtilor unei multimi nevide 4 este multimea:

PA)={X|XcA}.
4. Dacéd A este o multime finita, numarul elementelor lui 4 se numeste
cardinalul multimii 4 (notat cu card A).

Teorema 1. Daca card 4 = n € N, atunci card 2°(4) = 2".

Teorema 2. Daca card A = m, card B=n, m, n € N, atunci card (4 x B) = mn.

Teorema 3. Relatia de incluziune are proprietatile:

a) reflexiva: 4 c 4;

b) antisimetrici: 4 c B,Bc A = A=B;

¢)tranzitivi: Ac B,Bc C= A4 cC.

Teorema 4. Relatia de egalitate are proprietatile:

a) reflexivitate: 4 = 4;

b) simetrie: 4 = B = B = 4;

¢) tranzitivi: A=B,B=C = A4=_C.



Probleme rezolvate

1. Fie 4, B, C multimi finite. Demonstrati ca:
card(4 v Bu C)=card 4 + card B + card C — card(4 N B) — card(4 N C) —
—card(BN C)+ card(d n BN O).
Solutie. card(A v B v C) = card((4 v B) U C) = card(4 v B) + card C — card((4 v B) N
N C)=card 4 + card B—card(4 N B) + card C—card(d " C) u (BN C))=card 4 +
+ card B + card C — card(4 N B) — card(4 N C) —card(B N C) + card(4 N B N C).

2. Fie A o multime cu 13 elemente. Demonstrati cd numarul submultimilor lui 4 cu 5
elemente este egal cu numarul submultimilor lui 4 cu 8 elemente.

Solutie. A alege o submultime B a lui 4 cu 5 elemente este echivalent cu a alege com-
plementara lui B, adicd multimea D = C4B = 4 — B. Se tine seama ca doua submultimi
distincte au complementele distincte.

3. Multimea partilor unei multimi date 4 este multimea & (4) = {M | M c A}.
Observatii. a) P (D) = {D}; b)card A =n € N = card 2? (4) =2".
Demonstrati ca pentru orice multimi 4, B avem (2° (4) v 2 (B)) < (4 U B).
Cand avem egalitate?
Solutie. Fie M € X=2(A) U & (B). Atunci M € &’ (A) sau M € & (B) si deci M c A
sau M c B.Rezultica M c A U B, deci M € &? (4 U B). Egalitatea are loc cand 4 — B
sau B  A. Intr-adevir, fie A ¢ B. Avem M € #» (A U B) & M € 2 (B) si deci M €
e PA)uPB).DaciAgzBsiBg A,existiaec A—Bsib e B—A.Fie M= {a, b}.
AtunciMc (AUB),Me PAUB)siMg P (4A) U P (B).

4.FieA=1{1,2,3,4,5,6, 7, 8}. Determinati toate submultimile lui 4 cu proprietatea
ca produsul tuturor elementelor fiecareia este:
a) cel mult egal cu 10; b) mai mare decat 20200.

Solutie. Produsul elementelor lui 4 este 8! = 40320; a) Submultimile sunt {1}, {2}, {3},
{4}, {55, {65, {7}, {8}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7}, {1, 8}, {2, 3},
{2,4},{2,5}, {1, 2,3}, {1, 2, 4}; b) Orice submultime care nu contine cel putin unul
din numerele 2, 3, ..., 8 are produsul cel mult egal cu 40320 : 2 = 20160 < 20200.
Submultimile cerute sunt 4 si 4 — {1}.

5.Fie n € N" si multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 4n}. Impartiti multimea 4 in doud submul-
timi disjuncte B si C, astfel incat suma elementelor fiecarei submultimi este aceeasi.
Solutie. Pentru orice numere k, k+ 1, k+2, k+3, k> 1, avem k+ (k+3)=(k+ 1)+
+ (k +2). Luam deci multimile B= {4k —3,4k—1 |k=1n}, C= {4k—2, 4k | k= 1,n}.

6. Determinati numarul elementelor multimii 4 = {(a, b) € Z x Z | |a| + |b| < 10}.
Solutie. Avem |a| + |b|=k € {0, 1,2, ..., 9}. Fie ecuatia |a| + || = k. Pentru k = 0 avem
solutia (0, 0), iar pentru k£ = 9 avem solutiile (19, 0), (0, £9). Pentru 1 < £ < 8 avem in
fiecare caz cate 4k solutii sidecicard4=1+4-(1+2+ ... +9)=181.
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Probleme propuse

1. Operatiile cu multimi au urmatoarele proprietati:

a) comutativitatea: 4 U B=B U A; AN B=B N 4;

b) asociativitate: (A UB) U C=4 U BUC);ANB)NC=ANn(BNC):

c) independentd: ANA=A4;4ANA=A4;

AVD=A4; AN DT=.

d) distributivitatea reuniunii (intersectiei) fata de intersectie (reuniune):
AuvBNCO=(AUB) N AU,
ANBUCO)=(AnNnB)uAnO).

e) reuniunea (intersectia) are proprietatea de absorbtie fata de intersectie (reuniune):
AN(A v B)=4;

AV (AN B)=A.

f) pentru orice multime B c 4 avem A UB=4; AN B=B.

g) Legile lui Morgan: pentru orice 4 ¢ E, Bc E avem C € (4 U B) = CgA N CgB;

Ce(4 N B) = CgA v CgB.

h) Daca 4 c E, avem Cg(CgA) = A4; CeE =, CeJ =E.

i) Produsul cartezian este distributiv fatd de intersectie, reuniune, diferenta:

AxBUCO)=AxB)uAxC);(AuB)xC=AxC)u (B x ()

AXBNCO)=AxB)nA@AxC); ANB)xC=AxC)yn (B xC);

Ax(B-C)=AxB)—(AxC); A-B)xC=(AxC)—(BxC).

j) card (4 U B) = card 4 + card B — card (4 N B).

2. Fie multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 20}. Determinati doud multimi B si C cu proprietatile
BuU C=4, Bn C={, suma elementelor lui B este egald cu suma elementelor lui C

in cazurile:
a) card B = 6; card C = 14; b) card B=7, card C = 13.

3. Determinati multimile 4 formate din trei numere naturale stiind cd pentru orice
x,yeA,xzy,avem 1l +x—-y e A.

4. Determinati multimile 4 formate din 4 numere naturale stiind ca pentru orice
x,yeA,xz2y,avem 1 +x—y € A.

5. Fie multimea 4, = {1, 2,3, ..., n},unde n € {5, 6, 8, 9}. Demonstrati ca existd mul-
timile B, Cn, D, Ay, disjuncte doud cate doua astfel incat s(B,) = s(C,) = s(D,), unde
s(M) este suma elementelor lui M.

6. Fie 4,={1,2,3,...,n},unde n € {5, 6, 8, 9}. Determinati cel mai mic element al
multimii 4, astfel incat S(4,) = 36.

7. Determinati cel mai mic numar de numere care trebuie scoase din multimea 4 =
=1{1,2,3,...,9, 10} astfel incat multimea ramasa sa poatd fi impartitad in doud sub-
multimi disjuncte B si C in care produsele elementelor lor sé fie numere egale.



8. Dati exemplu de trei multimi 4, B si C cu proprietatile 4 =B U C, BN C =, card
B =3, p(B) =p(C), unde p(M) Inseamna produsul elementelor lui M.

9. Rezolvati problema 8 in cazul 4 = {1, 2, 3, ..., 35}.

10. Asezati pe un cerc toate numerele de la 1 la 16 astfel incat suma oricaror doua nu-
mere vecine sa fie numar prim.

11. Determinati multimile 4, B, C daca:
a)AuUB=1{1,2,3,4,5,6}; b)A-(AnB)={6}; c)B-(BnA)={1,3}.

12. Determinati multimile 4, B, C daca:
aAuBuUC={1,2,3,4,5,6,7,8,9}; b)ANB=;
c¢)CcB; d)A-C={1,3,7}; e)B—-C={5,9}.

13. Rezolvati urmatoarele ecuatii:
a){l,2} uX={1,2,3};
b)(A-X)u(X—-4)=1{1,2,3},unde 4 = {1, 2};
A-X)uX-4)={1,4,5},unde 4 = {1, 2, 3}.

14. Fie a, b € N" si multimile 4 = {2a + 2}, B={b, 2a + 1}. In ce conditii avem:
a) card (4 U B) =2; b) card (4 U B) = 3; c¢) card (4 U B) =4.

15. Fie multimea 4 — N, avand proprietétile:
1)2€ 4,3 €4; i) xeA=>3x—-1¢€ 4; iii)x+led=>xe4
a) Determinati inca 5 elemente din 4.
b) Determinati 4.

16. Determinati card (4 N B) daca:
card (4 W B) =201; card (4 — B) = 100 si card (B — 4) = 96.

17. Determinati card 4 in cazurile:

a) Az{aeN*

2=nz,n € N} ,unde b= (22— 1)(3*=1)...(99° - 1);
a

b) A= {E 0,aa(b) +0,bb(a) = (03(6))2};

¢) A= {n e N'| 13 divide pe 2" + 3"};

d)4A=B NN, unde B= 3n+1’3n+2,£’3n+1’£’£n€N*
4 4 "8 2 24

. - -1 K x oo .
18. Fie multimile 4, = {n + nl ke N}, n € N'. Demonstrati ca intersectia mul-
n  n+
timilor 4, este <.
. . .. n 2n+1 *
19. Determinati x € R, stiind ca I <x< ,VneN.
n+ n



20. Determinati numarul submultimilor lui 4 = {1, 2, 3, ..., 10} care contin elementele
951 10 si nu contin 1 si 2.

21. Determinati submultimile lui 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} care au suma elementelor cel
putin egala cu 16.

22. Determinati multimile 4 = {(x,y) € Zx Z | 2x+ 3y =5}, B={(x,y) € Zx Z | |x| £
<5, L5, 3x+4y="T7}.

23. Determinati A N B, daci A ={2n—1|n € N}, B={501 —3n|n € N}.

3
24. Determinati multimile 4 = {n eZ |w € Z} si B= {n eZ |w € Z} .
2n+1 2n
n’+7

n”+n+6

25. Determinati card 4, 4= {x = nel,lnl< 50} .

26. Determinati multimile nevide 4 — R" cu cel mult 5 elemente si cu proprietatea:
xXed= 1 eAsi(l—x) e A.
X
27. Fie B o submultime a lui 4 = {1, 2, 3, ..., 15}, astfel incat produsul oricaror 3

elemente ale lui B nu este patrat perfect. Determinati numarul maxim de elemente
ale lui B.

28. Determinati A — B, B— A4, A={(x,y) €e Zx Z | 2xy —3x+ 5y =7}, B={(x,y) €
€ZxZ|3xy—5x+Ty=11}.

29. Determinati multimile finite 4 — R cu proprietatea ca a + |a| € A4, pentru orice
acA.

30.Fied={(a,b) e R xR |a+b=2},B={(a,b) € R xR |a®+b +6ab=8}. De-
terminati B — 4.

. 17 .
31.Fiea, b, E € R', astfel incat E=a* + b* —3a + 3b + i 0. Determinati perechea
(m, n), m = max|a + b|, n = max|a® + b|.

32. Determinati x - y, daci x* +1* =2si (x —y)* — (x +»)* = 8.

33. Determinati numarul tripletelor (a, b, ¢) € R x R x R, dacd a* + b* + > =2la— 1| +
+20b—2| + 2(a + 2b— 2¢).

L . . .a+l a+2 a+3 a+4  a
34. Determinati a, b € R, stiind cd a* + b* < 1 si =

+ + + = .
b+1 b+2 b+3 b+4 b



1.2. Multimile N, Z, Q

N=1{0,1,2,3,...}, N ={1,2,3, ...}
Rezolvarea unor ecuatii de forma a + x = b, a > b, a dus la considerarea multimii
Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Rezolvarea unor ecuatii de forma bx =a, a, b €

a,beZ,b;tO}.

€ Z,cu(a, b) # 1, a condus la considerarea multimii Q = {%

Observatii:
1)Dacaa € Z,avem a,(0) =a; a,(9) =a + 1.

. .. o @ x . a o n
2) Fie fractia ireductibila ;, a,be”Z,(a,b)=+1.Fractia ; se transforma in:

e fractie zecimali finitd, daci b =2" - 5", cum € N saun € N’ (adicd b = 2" sau
b=5"saub=2"-5" cum,neN);

e fractie zecimala periodica simpld, dacd numitorul nu admite ca divizori pe 2 si
nici pe 5;

e fractie zecimald periodicd mixta in celelalte cazuri (numitorul are cel putin doi
divizori, dintre care un divizor este 2 sau 5, iar celalalt este un numar prim p ¢ {2, 5}).

Definitia 1. O ecuatie diofantica de gradul intdi cu doud necunoscute este o ecuatie
de forma ax + by = c (1), unde a, b € Z', ¢ € Z. Perechea (xo, yo) € Z x Z care verifici
ecuatia (1) se numeste solutie particulara. O ecuatie (1) cu una sau mai multe solutii
se numeste solvabild.

Teorema 1. Conditia necesara si suficientd ca ecuatia ax + by = ¢ sa admita solutii
este cad | c,unde d = (a, b).

Teorema 2. Daca ecuatia diofanticd ax + by = ¢ are solutia particulara (xo, yo) $i d =

. - . b a
= (a, b), solutia generald a ecuatiei este x = x, +Et’ Y=Y, _Et ,teZ.

Definitia 2. Fractiile %,% cua, b, c,deZ,b#0,d#0, se numesc echivalente

daca ad = bc. Multimea tuturor fractiilor lor echivalente cu o fractie data, se numeste
numar rational. Avem N c Z < Q.

Teorema 3. Adunarea si inmultirea pe multimile N, Z, Q au proprietétile:

1) comutativitate: a +b=b+a;a-b=>b - a;

2) asociativitate: (a +b) +c=a+ (b +c); (ab) - c=a - (bc);

3) 0 este element neutru pentru adunare: a + 0=0+a=aq;

4) 1 este element neutru pentru inmultire: a - 1 =1-a=a;

5) orice element ¢ € Q sau a € Z are un opus (notat ca—a) : a + (—a) =0;

1

. £ . _ _

6) orice element @ € Q" are un invers (notatcua ' sau —):a-a' = 1;
a

7) inmultirea este distributiva fatd de adunare: a - (b +¢) =ab + ac.
Observatii:
a) In N doar 0 are opus (pe 0).



b) in N un singur element este inversabil (1). Inversul lui 1 este 1.

¢) In Z, elementele inversabile sunt 1 si — 1. Avem (-1)" = 1.

Definitia 3 Spunem ca a > b daca exista ¢ > 0 astfel incat @ = b + ¢; spunem ca
a > b daca existd ¢ > 0 astfel incata = b + c.

8) Trichotomie. Pentru orice a, b € Q avem a > b sau a = b sau b > a;

9) Axioma lui Arhimede. Pentru orice doud numere naturale a, b, a > 0, exista n €

N astfel incata - n> b (se ia n:[é}+1)
a

e Orice fractie ordinard se transforma in fractie zecimala aplicand algoritmul de
impartire a numerelor naturale;
e fractie zecimala periodica simpla (ao € N, ai, ay, ...a, cifre)

a,a,...qa
_ 19 .
ao(ai,az...an) = ay +——=;
99...9
—
n cifre
e fractie zecimala periodica mixta (ap € N, a1, az, ..., an, b1, by, ..., by, cifre)

a,a,..a bb,.b —aa,..a
12 n_ 172 m 1%*2 n
ao,al,az...an(blbz...bm)—ao +

999...900...0
=

Teorema 4. Orice numar rational se reprezintd sub forma unei fractii zecimale finite
sau a unei fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferita de 9.

Probleme rezolvate

1. Rezolvati in numere intregi ecuatia x* +° = (x + )

Solutie. Avem ecuatia (x + y)(* +1* —x—») =0 = (x +Y)[(x - 1)+ (- 1)*+ (x—y)* -
—2]=0. O solutie este (a, —a), a € Z. Mai avem (x — 1)* + (y — 1)* + (x — y)* = 2. Din
(x—1*<1,(y—1)*<0rezultix € [0, 2],y € [0, 2] si mai avem solutiile (0, 1), (1, 0),
(1,2), (2, 1),(2,2).

2. Determinati tripletele de numere naturale (a, b, ¢), stiind ca (1 +lj(1 + %j(l +l) =2.
a ¢

1 1 1 1Y
Solutie. Presupunem a > b > ¢ > 1 si atunci 2 = (1+—)(1+Zj(1+—j < (1+—j . Ob-
a c c

tinem ¢ < 3. Daca ¢ = 1, rezulta (1 +lj(1 +lj =1, care nu are solutii in N*. Dacd ¢ =
a

2, rezulta (1+1](1+l):i. Cum a > b, rezulta (1+l)zi si atunci ¢ < 7. Cum

a b) 3 b) 3

1+l <
a
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